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Definition

Definition: Monte-Carlo-Methode
Nummerische Lösung von Problemen mit Hilfe von Zufallszahlen nach
Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Behandlung von komplexen Problemen höherer Dimension
Simulation von Ereignissen mit gewissen Wahrscheinlichkeiten
typisches Problem in der Physik besteht aus 7 Dimensionen: ~r , ~p, t
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jedes mathematische / physikalische Problem muss durch
stochastisches Modell genähert werden
aus der Realisierung der Zufallsvariable müssen für das
Ausgangsproblem Schätzwerte ermittelt werden

Problem
große Zahl von Wiederholungen nötig
nur gleichverteilte Zufallszahlen
Abschätzen des Simulationsergebnises fehlerbehaftet
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Physikalische Probleme in Computersimulationen auf Lösung einer
nummerischen Quadratur

I =
x2∫

x1

f (x)dx

Monte-Carlo Verfahren mit Random Sampling
(Zufallszahlen gleichverteilt im Intervall [x1, x2])

I ≈ (x2 − x1)
1
N

N∑
i=1

f (xi)
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Definition

Importance Sampling
... ist ein Verfahren zur Generierung der Strichprobe von einer diskreten
Zufallszahl X mit einer bestimmten Verteilungsfunktion W (x)

Stichproben einer Verteilung generiert, deren Zufallsvariable eine
höhere Bedeutung für die zu untersuchende Funktion hat
Ereignisse / Bereiche von geringerer Bedeutung ignoriert
durch geschickteres Verteilen der Stichproben kann Varianz reduziert
werden
Reduzierung des Fehlers
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Verbesserung des Random Samplings durch Verwendung anderer
Verteilung w(x)

I =
x2∫

x1

f (x)dx =

x2∫
x1

f (x) · w(x)
w(x) dx =

x2∫
x1

f (x)
w(x)dW (x)

mit Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) = ∂
∂x W (x) ≥ 0
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I =
x2∫

x1

f (x)
w(x)dW (x)

MC
≈ x2 − x1

N

N∑
i=1

f (xi)

w(xi)

Nachteil
Wahl der Dichtefunktion:
w(x)→ 0  Varianz σ2

(
f
p

)
→∞

Wahl der Dichtefunktion:
w(x) = c · f (x) = f (x)

I  Varianz σ2
(

f
p

)
→ 0

Bestimmung der Normierung 1
c = |I| nicht bekannt, da I selbst zu

berechnen ist.
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Transformationsmethode

bekannte Verteilung w(x) ist integrierbar W (x)

Invertierung nur möglich, wenn W −1 berechenbar

Zufallszahl ξ = W (x) mit ξ ∈ (0, 1)

Algorithmus:
ziehe ξ aus der Gleichverteilung [0, 1]

ermittle gewichtetes x aus der Umkehrfunktion x = W −1(ξ)
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Beispiel: Exponentialverteilung

Gleichverteilte Zufallszahlen:

φ(ξ) =


0 ξ < 0
ξ 0 ≤ ξ ≤ 1
1 ξ ≥ 1

Verteilung ist gegeben durch

w(x) = λ · e−λ·x
∫

dx
⇒ W (x) = 1− e−λ·x

W −1(ξ) = x = − 1
λ

ln(1− ξ)
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Programmbeispiel

Berechnung des Integrals ohne Importance Sampling

I =
1∫

0

cos (x) · e−5·xdx

Schätzung des Integrals mit gleichverteilten Zufallszahlen

I ≈ 1
N

N∑
i=0

cos (ξi) · e−5·ξi
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Programmbeispiel
Berechnung des Integrals mit Importance Sampling

I =
1∫

0

cos (x) · e−5·xdx = I1 ·
1∫

0

cos (x) ·

w(x)︷ ︸︸ ︷
e−5·x

I1
dx

Bestimmung der Verteilungsfunktion

ξ = W (x) =
η∫

0

e−5·x

I1
dx ⇒ η = −1

5 log(1− 5 · I1 · ξ)

Schätzung des Integrals nach Importance Sampling

I ≈ I1
N

N∑
i=0

cos (ηi) mit I1 =

1∫
0

e−5·xdx = 0.1986524
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!
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