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Ausgangssituation Metropolis, 1953

• kanonisches System von Teilchen, z. B. Boltzmann-Gas

• Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung

• Beispiel: N Teilchen, radiales Potential, Dimension D

• potentielle Energie des Systems:

V =
1
2

NX
i, j 6=i

V (rij)

• Gleichgewichtserwartungswert einer Variable F mit � =
1

kBT

F =

R
F exp(��E) d2DNqR
exp(��E) d2DNq
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Metropolis-Algorithmus

1. Starte mit zufälligem Zustand �0 der Dimension 2DN.

2. Wähle weiteren zufälligen Zustand �n+1, ausgehend vom Zustand �n, wobei
Wahrscheinlichkeiten.

p(�n ! �n+1) = p(�n+1 ! �n)

3. Akzeptiere Zustand �n+1 mit der Wahrscheinlichkeit.

� = min(1,
p(�n+1)

p(�n)
)

sonst: Belasse System in Zustand �n als neuen Zustand �n+1.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3, bis stationärer Zustand erreicht ist.
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• Mit der Wahrscheinlichkeit p(�), dass das System im Zustand � ist

p(�) =
1
Zk

exp(��E�) ,

wobei Zk die kanonische Zustandssumme des Systems ist, ergibt sich

p(�n+1)

p(�n)
=

exp(��E�n+1 )

exp(��E�n )
= exp(���E)

mit
�E = E�n+1 � E�n

• also Akzeptanzwahrscheinlichkeit

� = min(1, exp(���E))

• das heißt:
– System wird bei Erniedrigung der Energie stets geändert,
– bei potentieller Erhöhung der Energie wird das System mit einer

Wahrscheinlichkeit von exp(���E) geändert.
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Beispiel: Punktladungen auf einer
Kreisscheibe

• 2D-Modell eines kanonischen Ensembles von N Teilchen mit Koordinaten
innerhalb eines Kreises mit Radius R.

• normierte Koordinaten qi = (xi , yi) mit x2
i + y2

i < 1

• normierte Abstände rij =
q
(xi � xj)

2 + (yi � yj)
2

• normierte potentielle Energie:

v = �V =
�q2

R
1
2

NX
i, j 6=i

1
rij

• Konstante v2 := �q2

R
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• Gleichverteilte Koordinaten auf Einheitskreis:
– gleichverteilte Zufallszahlen a 2 [0, 1) und b 2 [0, 1)

– Koordinatentransformation

x =
p

a cos(2�b)

y =
p

a sin(2�b)

• Realisierung der Akzeptanzbedingung � = min(1, exp(�v)), �v = ��V :
– Akzeptiere neue Position für �v < 0

– andernfalls bestimme gleichverteilte Zufallszahl c 2 [0, 1) und
akzeptiere neue Position wenn c < exp(�v)
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Hastings’ Verallgemeinerung, 1970
MCMC, 90er Jahre

• Entfallen der Bedingung p(�n ! �n+1) = p(�n+1 ! �n)

• Damit neue Akzeptanzbedingung für q(x, y) = p(x ! y)

� = min(1,
p(�n+1)q(�n+1, �n)

p(�n)q(�n, �n+1)
)

und Übergangswahrscheinlichkeit

Pr(x ! y) = q(x, y)�(x, y)

• ab 1990
”
MCMC“ im Rahmen der Bayesschen Statistik,

wobei
”
MCMC“ für

”
Markov-Chain-Monte-Carlo“ steht

• Markow-Kette: stochastischer Prozess

�0 ! . . . ! �n ! �n+1 ! . . .
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einige Anwendungen von MCMC

• klassische Statistik: Molekülanordnungen (50er Jahre).

• Teilchenbewegung: Brownsche Bewegung,
”
Importance Sampling“.

•
”
Reversible-Jump-MCMC“: Markow-Kette, variabel in Modell und Dimension

des Parameterraums.

• Kosmologie: z. B. Zusammensetzung von Supernovä und Suche nach
Exoplaneten.

• Teilchenphysik:
”
pMSSM“ (

”
phenomenological Minimal Supersymmetric

Standard Model“)
MSSM: 120 freie Parameter, pMSSM: 19 Parameter nach einigen Annahmen.
Parameterraum �, Anpassung an Higgs-Fund.

• Berechnung von Pfadintegralen der QFT (Quantenfeldtheorie)

• Entwicklungen am Aktienmarkt.

• . . .
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